La complexite
algorithmique




Probleme

Enoncé :

Ecrire une fonction qui renvoie 1 si un nombre n appartient a une liste L ou 0 si non.

Plusieurs solutions sont possibles pour répondre a cet exercice.
» L'opérateur in

» La boucle for

»La boucle while

» Fonction prédéfinie count

» Fonction récursive

> Ect



Solutions proposeés

(1)
def chercher(n, L):
ifninlL:
return 1
return 0

def chercher(n, L):
if L==[]:

return O
if L[O]==n:
return 1
return chercher(n, L[1:])

(2)
def chercher(n, L):

foriin range(0, len(L)):

if L[i]==n:
return 1
return O

def chercher(n, L):
if L.count(n)>=1":
return 1
return 0

(3)

def chercher(n, L):
i=0

while i<len(L) :
if L[i]==n:

return 1
i=i+1
return O

def chercher(n, L):
if L==[] :
return O
if L[O]==n:
return 1
return chercher(n, L[1:])




Quelgues questions

» Le code le plus courts: est-il meilleur ?

» Comment peut on désigner le meilleur code parmi les solutions
proposées ?



Définitions

La théorie de la complexité est un domaine des mathématiques, et plus

précisément de l'informatique théorique, qui étudie formellement

la quantité de ressources (temps et/ou espace mémoire) nécessaire

pour résoudre un probleme algorithmique au moyen de |'exécution

d'un algorithme.



https://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Informatique_th%C3%A9orique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl%C3%A8me_algorithmique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme

Objectifs

Objectifs des calculs de complexité :
- pouvoir prévoir le temps d'exécution d'un algorithme

- pouvoir comparer deux algorithmes réalisant le méme traitement

Exemples :

- si on lance le calcul de la factorielle de 100, combien de temps faudra
t-il attendre le résultat?

- quel algorithme de tri vaut-il mieux utiliser pour retrier un tableau ou
on vient de changer un élément?



Complexité temporelle vs
spatiale (1/2)

L'efficacité d'un algorithme peut étre évalué en temps et en espace :

= Complexité en temps : évaluation du temps d'exécution de
I'algorithme

= Complexité en espace : évaluation de I'espace mémoire occupé par
I'exécution de l'algorithme

Regle (non officielle) de I'espace-temps informatique : pour gagner du temps de
calcul, on doit utiliser davantage d'espace mémoire.

On s'intéresse essentiellement a la complexité en temps (ce qui n'était pas
forcément le cas quand les mémoires coutaient cher)



Complexité temporelle vs

spatiale (2/2)

Exemple : échange de deux valeurs entieres

// échange des valeurs de deux variables
entier x, y, Z;
. // initialisation de x et y
zZ €« Xx;
X < y;
Yy €< z;

// échange des valeurs de deux variables
entier x, y;
. // initialisation de x et y
X €« y-x;
Yy < y-x;
X € y+x;

- la premiere méthode utilise une variable supplémentaire et réalise 3

affectations

- la deuxieme meéthode n'utilise que les deux variables dont on veut
échanger les valeurs, mais réalise 3 affectations et 3 opérations




Meéthodes

L'évaluation de la complexité peut se faire a plusieurs niveaux :

» au niveau de |'exécution du programme expérimentalement

» au niveau purement algorithmique, par I'analyse et le calcul




Methode expérimentale

» La solution la plus intuitive pour choisir la meilleure solution consiste a
mesurer le temps d'exécution exacte pour chaque algorithme.

» Pour ce faire, python offre le module time qui permet de calculer le
temps d'exécution.

/ from time import clock \
t0 = clock( )
tri_fusion(L)
t1 = clock()
print(t1-t0)




Methode expérimentale

Il est possible d'évaluer de facon expérimentale le temps d'exécution des programmes.
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Methode expérimentale

Inconvénients :
» Implémentation de l'algorithme
» Résultats dépends de I'environnements.

» Lancer plusieurs exécutions, qui peuvent prendre du temps



Methode expérimentale

=Environnement de simulation

@ Processeur Intel Core i5-4210U CPU 1,70GHz x 4
o Memoire vive 8Go
@ OS : Linux Ubuntu 14.04 LTS 64bits

=-Resultats de I'experience

N 102 103 104 10° 106 107
Tri fusion 0.3ms | 0,9ms E.hms | 20ms 215ms | 2.3s
Tri insertion | 1,8ms | 67ms L, ims | 11lmn | 19h 66)




Methode theorique

Avantages :
» Comparer les algorithmes théoriqguement

» Pas besoin d’'implémentation



Etapes de calcul de |3
complexite

1. ldentifier le parametre de complexité de I'algorithme
2. Calculer la complexité en fonction du parametre de la complexité

3. Calculer la complexité asymptotique



Parametre de complexité (1/4)

Le parametre de la complexité est ce qui va faire varier le temps
d'exécution de I'algorithme

Exemple : la calcul de la factorielle

def factoriel (a):
f=1
foriinrange(2,a):
f = f*i
return f

Le parametre de complexité est la valeur de a
n=a



Parametre de complexité (2/4)

Exemple : multiplication des éléments d’une liste par un nombre

def multiplication(L,x):
foriin range(len(L)):
L[i]=L[i]*x

Le paramétre de complexité est la valeur de len(L)
n =len(L)



Parametre de complexité (3/4)

Exemple : somme de la i eme ligne d’'une matrice

def somme(M, i ):
s=0
for j in len(M[i]):
s =s + MIi][j]
returns

Le paramétre de complexité est la valeur de len(M[0])
n = len(M[0])



Parametre de complexité (4/4)

Exemple : table de multiplication d’un entier

def tablel(n):
foriin range(11):
print(i * n)

Pas de parameétre de complexité



Calculer la complexité

Calculer le coGt d’un algorithme

Pour déterminer le co(t d’un algorithme, on se fonde en général sur le modele de complexité suivant :

1. Une affectation, une comparaison ou lI'évaluation d’une opération arithmétique ayant en genéral
uln falbrlle temps d’exécution, celui-ci sera considéré comme l'unité de mesure du co(t d’un
algorithme.

2. Leco(t des instructions p et g en séquence est la somme des co(ts de I'instruction p et de
Iinstruction q.

3. Lecol(td'un testif b: p else: q est inférieur ou égal au maximum des colts des instructions p et g,
plus le temps d’évaluation de I'expression b.

4. Le colt d’'une boucle for : le colt est égal au nombre d’éléments de I'itérable multiplié par le colt
de l'instruction p si ce dernier ne dépend pas de la valeur de i. Quand le colt du corps de la boucle
dépend de la valljeur de i, le colt total de la boucle est la somme des colts du corps de la boucle
pour chaque valeur de i.

5. Le cas des boucles while est plus complexe a traiter puisque le nombre de répétitions n’est en
énéral pas connu a priori. On peut majorer le nombre de répétitions de la boucle de la méme
acon gu’on démontre sa terminaison et ainsi majorer le co(it de I'exécution de la boucle.




Calculer le coUt d’'un
algorithme

—————

foriinrange(1,11):
print("tablede: ", i)
forjinrange(1,11):

print(i, " x",j,

ifA==B:
pirnt("Egalité")
else:
c=A-B
print(c)

foriinrange(1,5):

S=0 forjinrange(1,i+1):

foriinrange(1,11):
print("DonnerA : ")
A =input()
S=S+A

print("X", end=“)
print("")




Calculer le co(t d’un
algorithme

def tablel(n): def somme(n) :
foriin range(1,11): i=1
print(i * n) s=0
whilei<=n:
S=s+i
i=i+1
returns

def table2(n):
for i in range(n):
print(i * i)

def table3(n):

for i in range(n): def affiche(n) :
for j in range(n): i=1

print(i * j, whilei<=n:
end="") print(i)
print() i=i+2




Nuances de la complexité
temporelles

Lorsque, pour une valeur donnée du parameétre de
complexité, le temps d'exécution varie selon les
données d'entrée, on peut distinguer :

— La complexité au pire : temps d'exécution maximum, dans
le cas le plus défavorable.

— La complexité au mieux : temps d'exécution minimum,
dans le cas le plus favorable (en pratique, cette complexité
n'est pas trés utile).

— La complexité moyenne : temps d'exécution dans un cas
meédian, ou moyenne des temps d'exécution.

Le plus souvent, on utilise la complexité au pire, car on
veut borner le temps d'exécution.



Nuances de la complexité
temporelles

Exemple :

def rechercherElement(L, x) :

. La compléxité au pire :
1=0
. 5n+3
taille = Ien(L) La compléxité au mieux:
while i < taille : n+t
. . La compléxité au moyen:
if L[i]==x: 3n+3
return True
i=i+1l

return False



Complexité asymptotique : La
notation O

Ce qui nous intéresse n’est pas un temps précis d’exécution mais un
ordre de grandeur de ce temps d’exécution en fonction de la taille des
données.

Premiere approximation : Considérer la complexité au pire des cas

Deuxiéme approximation : Considérer le calcule asymptotique de la
complexité, s’intéresser juste au grandes quantités des données.



Complexité asymptotique : La
notation O

Soit C(n) une fonction qui désigne le temps de calcul d'un algorithme A.

On dit que C(n) est en grand O de f(n) : C(n) = O(f (n)) si et seulement

si : 3(n0; c) telle que C(n) <= c*f (n) pour tous n >=n0

C(n) = O(f(n))

n
ng

La notation O(f (n)) est aussi appelée Notation de Landau : (Complexité asymptotique) (i.e.quand n = ==)



Notation O

Exemple 1:

Si C(n) = 3n + 6 alors C(n) = O(n)

Démonstration :

En effet, pour n>=2, 0ona 3n+ 6 <=9n; la quantité 3n + 6 est donc
bornée, a partir d'un certain rang, par le produit de n et d'une constante.

3*2+6<=9%*2
3*3+6<=9*3
3*4+6<=97*4
3*5+6<=9*5



Notation O

Exemple 2 :

Si C(n) = n? + 3n alors T(n) = O(n?)

Démonstration :

En effet, pour n >= 3, on a n? + 3n <= 2n?%; la quantité n? + 3n est donc
bornée, a partir d'un certain rang, par le produit de n? et d'une
constante.




Notation O : Simplification

On calcule le temps d'exécution comme avant, mais on effectue les simplifications
suivantes :

*On oublie les constantes multiplicatives (elles valent 1) ;
*On annule les constantes additives ;

*On ne retient que les termes dominants ;

Soit un algorithme effectuant C(n) = 4n3 - 5n2 + 2n + 3 opérations ;

=> On remplace les constantes multiplicatives par 1 :1n3-1n%+ 1n + 3
=> On annule les constantes additives: n3-n?+n+0

=> On garde le terme de plus haut degré : n3

Donc : C(n) = O(n3):



Notation O : Propriétes

¢ *O(f (n)) = O(f (n))
O(f (n)) + O(g(n)) = O(f (n) + g(n))

O(f (n)) * O(g(n)) = O(f (n) *g(n))



Classes de la complexite

On voit souvent apparaitre les complexités suivantes :

Complexité Nom courant | Description

0o(1) constante Le temps d’exécution ne dépend pas des données
traitées, ce qui est assez rare !

O(log(n)) logarithmique | augmentation trés faible du temps d’exécution quand
le parameétre croit.

Oo(n) linéaire augmentation linéraire du temps d’'exécution quand le
parameétre croit.

O(nlog(n)) quasi-linéaire | augmentation un peu supérieure a O(n)

Oo(n?) quadratique quand le paramétre double, le temps d’exécution est
multiplie par 4. Exemple : algorithmes avec deux
boucles imbriquées.

O(n%) polynomiale ici, n* est le terme de plus haut degré d’'un polynéome
en n; il n’est pas rare de voir des complexités en O(n?)
ou O(n*).

O(k"M) exponentielle quand le paramétre double, le temps d’exécution est
élevé a la puissance k avec k > 1.

o(n'!) factorielle asymptotiquement équivalente a n"




Classes de la complexite

25—D(an)'
| O(n?) |
O(n*log(n))

i O(n)

- O(log(n))




Exercices

def factoriel(n):
f=1
foriinrange(2, n+1):
f=f*i
return f

nnnnn



Exercices

def minimum(L):
min = L[O]
Foriin range(O, len(L)):
If L[i] < min:
min = L[i]

nnnnn

return min



Exercices

def table_multiplication(n):
foriinrange(1, 11):
print(n,"x",i,"=",n*i)

Complexité constante : O(1)




Exercices

def ProduitMatriciel(A,B) :
n=len(A)
prod = ]
foriinrange(n):
prod.append [[0]*n])
foriinrange(n):
for jin range(len(B[0])) :
s=0
for k in range(len(B)) :
s=s + A[i][k] * B[k][i]
prod[i].append(s)
return prod

Complexité polynomiale : O(n3)



Exercices

def tri_bulle(L) :
foriinrange(len(L)-1,0,-1):
forjin range(O, i+1):
if L[jI>L[j+1] :
L[l LL+1] = LE+21, L)
return L

Parametre de complexité : n=len(L)

Cn) =X{5 Xj-
=Nie 3(1 + 1)
=3 Z (l + 1)

Syl 4yl Complexité quadratique: O(n2)
= 3x((n-1)(n- 2)/2) + (n-1)
= 3n%-2n-1



Exercices

def tri_selection(T,n) :
foriinrange(n-1) :
posmin=i
forjin range(i+1,n) :
if T[j]<T[posmin] :
posmin=j
T[i],T[posmin]=T[posmin],T[i]
return T

Parametre de complexité n=len(T)
C(n) =X7= (3 + (X724 2))
=253 + X (Zn 1 2) Complexité quadratique: O(n2)
= 3(n—1) + 3 (Z" ~12)
=3(n-1)+ 22X (n—i—1)
=3(n-1) + 2(n(n-1)-(n-1)-(n-1) = 2n%?-3n-1



Exercices

def tri_insertion(T) :
foriinrange(1,len(T)) :
k=i
while k>0 and T[k]<T[k-1] :
T[k], T[k-1] = T[k-1], T[k]
k=k-1

Parameétre de complexité : n=len(T)
C(n) =X751(1 + (Ti-, 6))
= Y11 + 60)

o L
= (n-1) + 6((n-1)(n-2)/2) Complexité quadratique: O(n?)



Exercices

def RechDichotomique(T,x) :

inf=0
sup=len(T)-1
while inf<=sup :
m=(inf+sup)//2 Complexité logarithmique : O(log,(n))
if T[m]==x:
return m
if T[m]<x :
inf=m+1
else :
sup=m-1
return -1



Complexité des fonctions
recursives

Comment calculer la complexité des fonctions récursives ?

Le parametre de complexité : n

def factoriel(n) : C(0)=2
if n==0 or n==1: C(1)=2
return 1 C(n)=4 +1+ C(n-1) = 5 + C(n-1)

return n*factoriel(n-1)
La résolution de la suite récurrente nous donne :
5n+2 = O(n)



Complexité des fonctions
recursives

Equation : c(n) = c(n-1) + b
Solution : ¢(n) = ¢(0) + b*n = O(Nn)
Exemples : factorielle, recherche séquentielle récursive dans un tableau

Equation : c(n) =a"c(n-1) + b, a # 1
Solution : c(n) = an*(c(0) — b/(1-a)) + b/(1-a) = O(an)
Exemples : répétition a fois d'un traitement sur le résultat de I'appel récursif

Equation : c(n) =c(n-1)+a*n +b
Solution : ¢(n) = c¢(0) + a*n*(n+1)/2 + n*b = O(N2).
Exemples : traitement en codt linéaire avant I'appel récursif, tri a bulle

Equation : c(n) =c(n/2) + b
Solution : c(n) = c(1) + b*log,(n) = O(log(n))

Exemples : élimination de la moitié des éléments en temps constant avant
I'appel réecursif, recherche dichotomique recursive




Complexité des fonctions
recursives

Equation : c(n) =a"c(n/2) + b,a # 1
Solution : c(n) = nieg2@ *(c(1) — b/(1-a)) + b/(1-a) = O(ng2a))

Exemples : répétition a fois d'un traitement sur le résultat de I'appel récursif
dichotomique

Equation : ¢(n) = ¢(n/2) + a'n +b
Solution : ¢(n) = O(n)
Exemples : traitement linéaire avant I'appel récursif dichotomique

Equation : c(n) = 2°c(n/2) + a*n + b
Solution : ¢(n) = O(n*log(n))

Exemples : traitement linéaire avant double appel récursif dichotomique, tri
fusion




Diviser pour régner :

Theoreme malitre

En général, les algorithmes suivant le paradigme diviser pour régner partagent un probléme de taille n en deux

. B . H R . . . .
sous-problémes de tailles respectives I-EJ et |-E-| et conduisent i une relation de récurrence de la forme :

Cp = @Cp/2| + br[m.'g] + ﬂ'u

aveca+bz1,

d, représentant le cout du partage et de la recomposition du probléme et ¢, le cont total.

TuiorimE. — Lorsque a+ b > 1, la suite (dy)wew croissante et d,, = @(n*), ona:

si logla+b) <k, cu = O(n*);
silogla+b)=k, cy = en* logn);
silogla+b)=k, cy= @ (n'osla+b)y,

Nous utiliserons désormais ce résultat pour évaluer rapidement le colt d'une méthode suivant le principe

diviser pour régner.



Exercices

def fusionner(A, B):
R=1{]
while A!=[] and B!=[]:
if A[0] < B[O] :
R.append(A.pop(0))
else :
R.append(B.pop(0))
returnR+A+B

def tri_fusion(L): Complexité quasi logarithmique : O(n log,(n))
n = len(L)
if n==0 or n==1:
return L
m=(n-1)//2
return fusionner(tri _fusion(L[:m+1]), tri _fusion(L[m+1:]))



Exercices

def partition(L, debut, fin):
pivot = L[debut]

ipivot = debut
foriin range(debut+1, fin+1):
if L[i]<=pivot :
a = L.pop(i) Complexité quasi-log au mieux : O(n log(n))
L.insert(debut,a) Complexité quadratique au pire : O(n2)

ipivot = ipivot + 1
return ipivot

def quick(L, debut, fin):
if debut<fin :
ipivot = partition(L, debut, fin)
quick(L,debut,ipivot-1)
quick(L,ipivot+1, fin)



